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JUSTIFIQUE TODAS SUS RESPUESTAS

. Determine la divergencia absoluta, condicional o divergencia de las siguientes series.
(6 pts)

o0

In(k) = ) sen?(k) =

PT|N

. Halle el desarrollo en serie de Maclaurin de la funcién e indique su intervalo de conver-
gencia. (8 pts)
1

f(x):x2—43:+3

. Determine el conjunto de convergencia y radio de convergencia de la serie de potencia (12

pts)
- L (22 —1)F
2 Vk

k=1

. Hallar la solucién de la siguiente EDO. (12 pts)

3r4+y—2+y(r—1)=0

. Hallar la solucién de la siguiente EDO. (12 pts)

y// + (y/)Z = ¢ ¥



Matematicas IV (MA-2115) 1¢ Examen (Ene-Mar 2023)

1. Determine la divergencia absoluta, condicional o divergencia de las siguientes series.
(6 pts)

k=2
SOLUCION. Aplicamos el criterio de la integral.
In(x) : . : . i :
Sea f(z) = — 5 hecesitamos garantizar que dicha funcion sea positiva y decreciente en
x

el intervalo [2 , 00), donde ambas se cumplen, pues;

1
f(x):@>O,yaqueln(x)/\x2>0V:U€[2,00) v
, 1 —21In(x) 3
. f(x):T<O,yaque1—21n(:c)<OVx€[2,00)/\1' >0Vzel200) v

°°ln( )

In( k;
Entonces, Z converge si, y solo si, /
2

dx converge.

1
Cambio de Variable: u =In(z) =z =¢* | du = — dx
x
r=2=u=1In(2) |z —>00=u—

oo b b
1
/ we ¥ du= lim we ¥ du= lim (_u + }
In(2) b=0 J1n(2) b—roo e Jm)

(ln(Q;—l _b+1) In(2) -1

lim
b—00

> In(x)
22

Luego, como el limite existe y es finito, la integral / dx converge y, por conse-

In(k) 2

12 también.

oo
cuente, la serie 5
k=2

= ksen k)
2 - kVE

k=1

o0

k
kS ( ) determinamos la convergencia de Z lag| =

kR =

sen“(k) .. o . P
E (k) utilizando el criterio de comparacion término a término.

= kR

SOLUCION Sea a; = (—1)

Partimos de
sen(k) < 1= 0<sen?(k) <1

sen?(k) PN

EvVE ~ kVE
|a| b
ag k
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[e.9] oo o
: 1 1
Evaluamos la convergencia de g b, = g — = g ETER la cual converge por ser una
k=1 B VE D
_ 3
p-serie con p = 5 > 1
o o0
Luego, por el criterio de comparacion término a término, como E b, converge, E |ak|
k=1 k=1

también.

Finalmente, como Z lax| converge, Z ar = Z (—1)k sen” (k) coverge absolutamente.

k=1 k=1 k=1 k \/E

C) E
k=2

SOLUCION Aplicamos el criterio de la razén.

Tomamos
k+1 | k
o [Gtt] gy [FEDM R (R4 DY (1)
k—oo | ay koo | (k4 1)1 Kk bmyo0 [ 1k
CJEHDE 1\ N
fi [ =g () | =g (1) | =
41 k

Luego, como lim

k—o0 ag

oo
k
=e > 1, la serie Z o diverge.
k=2
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2. Halle el desarrollo en serie de Maclaurin de la funcién e indique su intervalo de conver-

gencia. (8 pts)
1

f(@) = 2?2 —4x +3
SOLUCION. Reescribimos f aplicando fracciones parciales:

B 1 A B (A+B)x+(-A-3B)
f(x)_(x_g)(x_l)_q;—?)—i_:(}—l_ (ff_'?))(x_l)

Resolviendo el sistema de ecuaciones:

1
A+B=0 A=3

1 1 1

= , Luegof(x):§( 3 1) =

~A-3B=1 _ 1 rTe T
B=—3 3

N | —
—
|
&
w0
(-
|
| 8

Ahora, aplicamos la serie geométrica

1 - _ :
n = E z¥, con intervalo de convergencia I, : |z| = I, : =1 <2 < 1
—x
k=0

De manera analoga,

1 > k
= = Z <§> , con intervalo de convergencia I : ‘%} =1:-3<z<3

1_5 k=0
, 1 [ l & k 1 & k 1 & 1
Ast, f(0) = 5 (Zxk—gz(g) ) 33 (- 5m) m 3 (1)
k=0 k=0 k=0 k=0

con intervalo de convergencia [ : [ NI, = 1: -1 <x < 1.
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3. Determine el conjunto de convergencia y radio de convergencia de la serie de potencia (12

pts)
i (22 — 1)
ot Vk
SOLUCION. Aplicamos el criterio de la razon: lim Gntl
n—oo | Qy,

(_1)ﬂ+1<2x_1)y{+1 n b e n 1/3
S oy 'ni”olo(ml)

Luego la serie converge absolutamente en el intervalo

= lim

n—o0

1 1 1 1
20 — 1| <1=2 x—§‘<1:> x—§‘<§, dondeelradioesR:§.Asi,
= 1< 1<1:>0< <1
——<xr—-<=- x
2 2 2

Queremos estudiar los extremos para saber si se incluyen en el intervalo de convergencia

s Para z = 0 obtenemos la serie

oo _1 k. _1 k o 0] 1 1
Z ()k‘+ = Z m una p-serie divergente (p = § < 1)
k=1

k=1

Luego, x = 0 no se incluye en el intervalo de convergencia.

-1 k
= Parax =1= Z i /Z . Aplicando el criterio de Leibniz

1. hm——O\/

n—oo nl/3

1
2.n+1>n= (n+1)/3>n' =

1
(n+1)/3 < nt/3’

paran > 1= a,11 < ay, v

Asi, por el criterio de Leibniz la serie converge. Por lo tanto z = 1 se incluye en el
intervalo.

Finalmente, la serie Z (—1)* (22— 1)

_1) T

converge para x € (0,1] y su radio es R = =
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4. Hallar la solucién de la siguiente EDO. (12 pts)
3r+y—2+y(x—1)=0

SOLUCION. Dejamos del lado derecho de la igualdad la funcién y y sus derivadas.

d
y'(x—1)+y:2—3x:>d—y(x—1)+y:2—3x
T

d d d
Hacemos el cambio de variable y = uv, con u # 0,v # 0 = Y + u—v,
dx dx dx

asi:

dy du dv
—(r—-1)+y=2— — + dr —1)+ =2-
x(x )+y 3r = (v u x) (x — 1) + (uv) 3x

d
= v—u(a: —-1)+ u—v(x — 1) +uv = 2 — 3z, sacando factor comun u tenemos:

dx dx

T

u(j—v(x—l)Jrv)Jrvj—Z(x—l):z—Sx (1)

Resolvemos la EDO: (Z—U(:p —-1)+ v) =0

x
d d d d d
La-tv=0= 242 :o;»/—”Jr/ ° :/O:>1n]v]—|—ln\x—1|:Cl
dx v x—1 v x—1
C
=Injv(z—1)|=C, = PEDI =G 6 B =Cy =z vz —1)=Cy = v = 21
I‘_

C d C d
v—x_21:>é——(x_—21>2,deestemodolaEDO:u(é(x—l)jtv)—O
Luego sustituimos los valores en (1) y nos queda:

C d
O—I—Lz/v—irj-%M—Q—?)xéngU—(2—3x)dx:>/6'2du_/(2—3x)dx
:>C’u—2x—§:102+0:>u—i 2x—§x2—|—0

2U = 5 3 e 5 3
Ahora sustituimos los valores de v y v en y = uv, asi:

1 3 o5
= — (20 -2+ 05 ) -
=g (-5 0)

Cs 2x 32

De este modo, la solucion de la EDO pedida es: y = + —

(x—=1) (x—=1) 2xz-1)
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5. Hallar la solucién de la siguiente EDO. (12 pts)

y' () =270

d
SOLUCION. Aplicamos el cambio de variable: iy = p = ¢/ = pdp
Yy
dp 2 -
Entonces tenemos: P +p* =2
Y
d d
Aplicamos el cambio de variable: p* = z = 2p— p_ 2
dy — dy
d dp dz
p_p+p2:2e_y:>2p +2p —4ey:>—+22—4€y
dy dy dy
d d d
Aplicamos el cambio de variable: z = uv = & U—u + u—v
dy — dy dy
du dv
Asi: v— 4+ u— + 2uv = 4e™Y, sacando factor comun u tenemos:
dy —dy
dv du
20 — =4eY 1
( i + ) + v i e (1)

Resolvemos la EDO: <? + 221) =0
Yy

d dv
dv 21}—0:>—+2dy—0=>/—+/2dy—/0=>1n]v|—|—2y—01
Y
:>ln]v|:C‘1—2yeln‘”|:ec1 W p=e". e sieh =0,
d
=v=0- 6_23/:>—U:—202-6_2y
dy

d
De este modo la EDO: u <d_v + 21}) =0
Y
Luego sustituimos los valores en (1) y nos queda:

d
0+Cy-e 2. d—Z =4de™ Y = Codu = 4eVdy = /C’gdu = /4eydy = Cou = 4e¥ + Oy

1
u = 02 (46y + 03)

Ahora sustituimos los valores de u y v en 2z = wwv, asi:

1 4e¥ + C
z:%'(ﬁley—l—(}z)'%'e_zyjz:4e_y+036_2y:>z:%

Devolvemos el cambio de varible p* = z

2 46y+03 . 4€y+03 . \/46y+03
e e

Devolvemos el cambio de varible p = 3/

d V4eYy

ey ey
=——  dy= | de= | ——d
dx ey Viaey + Cs Y / v /\/4ey + (5 Y
1
:>.T+C4 = 5\/46114—03 = 2(LL’—|—C4) = \/4€y+03 = 4($+C4)2 :46y+03
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4(ZE + 04)2 - 03

=4de¥ =4(x+ Cy)? —C3 = eV = .

4z + Cy)* — Cy

De este modo, la solucion de la EDO pedida es: y = In 1
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